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10.4 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  220 – 221 
 
Ερωτήσεις κατανόησης 

1. 

Με την βοήθεια του τύπου Ε = 
1

2
βγηµΑ ,  να αποδείξετε ότι   Ε ≤ 

1

2
 βγ 

Λύση  

Ε = 
1

2
β γ ηµΑ  ≤  

1

2
 βγ ·1 = 

1

2
βγ  

Η ισότητα ισχύει όταν  ηµΑ =1,   δηλαδή  Α̂ = 90ο ,   δηλαδή σε ορθογώνιο τρίγωνο  

 

2. 
Σε τρίγωνο  ΑΒΓ είναι  (ΑΒΓ) = 9   και  ρ = 1,5 . Ποια είναι η περίµετρος του 
τριγώνου;  
Λύση 

Ε = τ · ρ    ⇔    9 = 1,5 τ    ⇔    τ = 6     ⇔    2τ = 12 

 

3.  
Ποιοι είναι οι τύποι υπολογισµού του εµβαδού ενός τριγώνου;  

Απάντηση 

i)     Ε =
1

2
α υα =

1

2
β υβ =

1

2
 υγ   

ii)     Ε =
1

2
β γ ηµΑ  =

1

2
α γ ηµΒ = 

1

2
β α ηµΓ 

iii)    Ε = τ ρ 

iν)   Ε = 
4R

α ⋅β ⋅ γ
 

ν)    Ε= ( )( )( )τ τ − α τ −β τ − γ  
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Ασκήσεις  Εµπέδωσης 

1.     
Σε παραλληλόγραµµο  ΑΒΓ∆  είναι  ΑΒ = 18,  ΒΓ = 20  και  ΑΓ = 34.  Να βρείτε  

το εµβαδόν του. 

Λύση 

Με τον τύπο  Ε = ( )( ) ( )τ τ −α τ−β τ− γ   βρίσκουµε το εµβαδόν  (ΑΒΓ). 

τ = 
1

2
(α + β + γ) =  

1

2
(20 + 34 + 18) = 36 

τ – α = 36 – 20 = 16 
τ – β = 36 – 34 = 2 
τ – γ = 36 – 18 = 18 

(ΑΒΓ) = 36 16 2 18⋅ ⋅ ⋅  = 36 16 36⋅ ⋅  = 6 ⋅ 4 ⋅ 6 = 144. 
 
(ΑΒΓ∆) = 2(ΑΒΓ) = 2⋅144 = 288. 
 
 
 
2.     
∆ίνεται τραπέζιο  ΑΒΓ∆  (Α∆�ΒΓ)  µε  ΒΓ = 25,   Α∆ = 11,   ΑΒ = 13  και   

∆Γ = 15.   Να βρείτε το εµβαδόν του και το ύψος του. 

Λύση 
                                                         Φέρουµε  ∆Λ�ΑΒ  και το ύψος  ∆Κ. 

                                                         Τότε  ΑΒΛ∆  παρ/µµο. 

                                                          Άρα  ∆Λ = ΑΒ = 13  και   

                                                                   ΛΓ = ΒΓ – ΒΛ = 25 – Α∆ = 25 – 11 = 14. 
 

Με τον τύπο  ( ) ( )( )
2

α
υ = τ τ−α τ−β τ − γ

α
     υπολογίζουµε το ύψος  ∆Κ  στο 

τρίγωνο  ∆ΛΓ 

α = ΛΓ = 14,      β = ∆Γ = 15,     γ = ∆Λ = 13 

τ = 
1

2
(14 + 15 + 13) = 

1

2
42 = 21 

τ – α = 21 – 14 = 7 
τ – β = 21 – 15 = 6 
τ – γ = 21 – 13 = 8 

∆Κ = 
2

21 7 6 8
14

⋅ ⋅ ⋅  = 31
3 7 7 2 3 2

7
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  = 4 2 21

2 3 7
7

⋅ ⋅  = 21
2 .3.7

7
 = 12 

(ΑΒΓ∆) = 
1

2
(ΒΓ + Α∆) ⋅∆Κ = 

1

2
(25 + 11) ⋅12 = 36⋅6 = 216. 
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3.     
∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  µε  ΑΒ = 4,  ΑΓ = 7  και  Α̂  = 60ο.  Να βρείτε το  

εµβαδόν του. 

Λύση 

Ε = 
1

2
β γ ηµΑ = 

1

2
7⋅ 4 ηµ60ο = 7⋅2⋅

3

2
 = 7 3 . 

 
 
4.      
∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  ( Α̂ = 1∟)  µε  ΑΒ = 6  και  ΑΓ = 8. Να βρείτε 

i)   το εµβαδόν 

ii)   το ύψος  
α
υ  

iii)  την ακτίνα  ρ  του εγγεγραµµένου κύκλου.   

Λύση 

i) 

Ε = 
1

2
ΑΒ ⋅ ΑΓ = 

1

2
6 ⋅8 = 24 

ii)   
Πυθαγόρειο:  2

ΒΓ = 2
ΑΒ + 2

ΑΓ  = 2 26 8+ = 36 + 64 = 100   ⇒    ΒΓ = 10 

Ε = 24   ⇔   
1

2
 ΒΓ .

α
υ =  24   ⇔    

1

2
 10 

α
υ = 24   ⇔   

α
υ = 

24

5
 

iii) 

τ = 
1

2
(10 + 8 + 6) = 

1

2
 24 = 12 

Ε = τρ   ⇔   ρ = 
Ε

τ
   ⇔   ρ = 

24

12
 = 2. 

 

 
Ασκήσεις  Αποδεικτικές 
1.     
Αν σε τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει  βγ = α

α
υ ,  να αποδείξετε ότι  Α̂ = 1∟. 

Λύση 

Είναι   Ε = 
1

2
βγηµΑ   και   Ε = 

1

2
 α

α
υ  ⇒     

1

2
βγηµΑ =  

1

2
 α

α
υ   ⇒    ηµΑ = 1   ⇒     Α̂ = 1∟. 
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2.     
Αν  Ε  το εµβαδόν του τριγώνου  ΑΒΓ  µε πλευρές  α,  β,  γ,  να αποδείξετε ότι: 
i)    E < τ(τ – α)    ⇔    Α < 1∟ 
ii)    E = τ(τ – α)    ⇔    Α = 1∟ 
iii)   E > τ(τ – α)    ⇔    Α > 1∟ 

Λύση 

i) 

E < τ(τ – α)    ⇔      ( )( ) ( )τ τ −α τ−β τ− γ  <  τ(τ – α)        

                                  ( ) ( ) ( )τ τ −α τ−β τ − γ  <  ( )
22

τ τ −α    

                                  ( )( )τ −β τ− γ  <  ( )τ τ −α    

                                  2 2  τ − τγ − τβ +βγ < τ − τα       
                                   βγ < τγ + τβ – τα       
                                   βγ <  τ (β + γ – α)     

                                  βγ < 
1

2
 (α +β + γ) (β + γ – α)     

                                  2βγ < αβ + αγ – 2
α  + 2

β + βγ – βα + γβ + 2
γ – γα     

                                  2α < 2
β + 2

γ   ⇔   Α = 1∟ 
ii) 

Ίδια καταγραφή  (αντί για ανισότητες θα έχουµε ισότητες). 
iii) 

Ίδια καταγραφή. 
 
 
3.     
Αν δύο τρίγωνα  ΑΒΓ  και  Α΄Β΄Γ΄ είναι εγγεγραµµένα  στον ίδιο κύκλο, να 

αποδείξετε ότι   
( )

( )

ΑΒΓ αβγ
=

′ ′ ′ ′ ′ ′Α Β Γ α β γ
 

Λύση 

Από τον τύπο  Ε = 
4R

αβγ
  έχουµε     

E 4R
E

4R

αβγ

= =
′ ′ ′α β γ′

αβγ

′ ′ ′α β γ
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4.     
Σε τρίγωνο  ΑΒΓ  µε  Α̂ ≠  1∟  φέρουµε τα ύψη  ΒΖ  και  ΓΗ.  Να αποδείξετε ότι  

(ΑΖΗ) = (ΑΒΓ) 2
συν Α . 

Λύση 

•     Όταν  Α̂ <  1∟ 

       (ΑΖΗ) = 
1

2
ΑΗ ⋅ΑΖ ⋅ηµΑ           (1) 

        Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΗΓ  είναι  ΑΗ = β συνΑ   και 

       στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΖΒ   είναι  ΑΖ = γ συνΑ 

      (1)   ⇒     (ΑΖΗ)  = 
1

2
 β συνΑ  γ συνΑ ηµΑ     

                                   = 
1

2
βγ ηµΑ 2

συν Α      (2) 

       Αλλά   (ΑΒΓ) = 
1

2
βγ ηµΑ 

       (2)   ⇒     (ΑΖΗ) = (ΑΒΓ) 2
συν Α  

 
 
•     Όταν  Α̂ > 1∟ 

       (ΑΖΗ) = 
1

2
ΑΗ ⋅ ΑΖ ⋅ηµΑ           (3) 

       Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΗΓ  είναι  ΑΗ = β συν 1Α   και 

       στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΖΒ   είναι  ΑΖ = γ συν 1Α  

       (3)   ⇒     (ΑΖΗ) = 
1

2
 β συν 1Α   γ συν 1Α  ηµΑ     

                                   = 
1

2
βγ ηµΑ 2

1συν Α      (4) 

       Αλλά   (ΑΒΓ) = 
1

2
βγ ηµΑ   και   συν 1Α  = – συνΑ 

      (4)   ⇒     (ΑΖΗ) = (ΑΒΓ) ( )
2

−συνΑ  = (ΑΒΓ) 2
συν Α  

 
 
5.     

Σε τρίγωνο  ΑΒΓ  να αποδείξετε ότι:    
1

α
υ

+ 
1

β
υ

+  
1

γ
υ

 = 
1

ρ
 

Λύση  

Είναι   Ε = 
1

2
.

α
α υ    ⇒    2E = .

α
α υ    ⇒    

1

α
υ

= 
2

α

Ε
   και κυκλικά.   Άρα 

1

α
υ

+ 
1

β
υ

+  
1

γ
υ

 = 
2

α

Ε
 + 

2

β

Ε
 + 

2

γ

Ε
 = 

2

α +β+ γ

Ε
 = 

2

2

τ

Ε
 = 

τ

τρ
 = 

1

ρ
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Σύνθετα  Θέµατα 
1.     
i)   ∆ίνεται γωνία  ˆxOy  και σταθερό σηµείο  Κ  στο εσωτερικό αυτής.  Από το  Κ  
φέρουµε µεταβλητή ευθεία  ε,  που τέµνει τις πλευρές  Ox,  Oy  στα σηµεία  Μ,  Ν  

αντίστοιχα.  Να Αποδείξετε ότι το άθροισµα  
( ) ( )

1 1

OKM
+
ΟΚΝ

  είναι σταθερό. 

ii)    Θεωρούµε τρίγωνο  ΑΒΓ,  σηµείο  Κ  στο εσωτερικό του και τα τµήµατα  ΑΑ΄,  

ΒΒ΄ και  ΓΓ΄ που διέρχονται από το  Κ.   Αν  1Ε ,  2Ε , . . . , 6Ε   είναι αντίστοιχα τα 

εµβαδά των τριγώνων  ΑΚΓ΄,  ΒΚΓ΄, ΒΑ΄Κ,  ΓΚΑ΄,   ΓΚΒ΄  και  ΑΚΒ΄,  να 

αποδείξετε ότι  
1

1

Ε
+ 

3

1

Ε
+ 

5

1

Ε
 = 

2

1

Ε
+ 

4

1

Ε
+ 

6

1

Ε
. 

Λύση 
                                                    i) 
                                                    Κατ’αρχήν, µε οριακές θέσεις της ευθείας  ε  
                                                    µπορούµε να εντοπίσουµε την ποσότητα του 
                                                    αθροίσµατος. 
 
                                                    Μια οριακή θέση της  ε  είναι να γίνει  ΚΑ�Oy. 
                                                    Τότε το εµβαδόν  (ΟΚΜ) γίνεται  (ΟΚΑ)  και το   

                                                    (ΟΚΝ)  απειρίζεται, οπότε το  
( )

1

ΟΚΝ
  µηδενίζεται,  

                                                    αφού το  Ν  εξαφανίζεται στο άπειρο. 
 
                                                    Αντίστοιχα σκεπτόµαστε, όταν η  ε  γίνει  ΚΒ�Ox. 
Εδώ να παρατηρήσουµε ότι το  ΟΑΚΒ  είναι παρ/µµο, άρα  (ΟΚΑ) = (ΟΚΒ) 
 

Θα αποδείξουµε, λοιπόν, ότι   
( ) ( )

1 1

OKM
+
ΟΚΝ

= 
( )

1

ΟΚΑ
  ή  ότι  

                                                 
( )

( )

( )

( )OKM

ΟΚΑ ΟΚΒ
+
ΟΚΝ

= 1 

Τα τρίγωνα  ΟΚΑ,  ΟΚΜ  έχουν κοινό ύψος από το  Κ,  άρα    

                                       
( )

( )

ΟΚΑ

ΟΚΜ
 = 

ΟΑ

ΟΜ
 = 

ΒΚ

ΟΜ
 = 

ΝΚ

ΝΜ
          

Οµοίως                           
( )

( )

ΟΚΒ

ΟΚΝ
 = 

ΟΒ

ΟΝ
 = 

ΑΚ

ΟΝ
 = 

ΜΚ

ΜΝ
   

Άρα     
( )

( )

( )

( )OKM

ΟΚΑ ΟΚΒ
+
ΟΚΝ

 =  
ΝΚ

ΝΜ
+ 
ΜΚ

ΜΝ
= 
ΝΚ +ΜΚ ΜΝ

=
ΜΝ ΜΝ

 = 1 
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ii) 
                                                                Από το  i),  µε τέµνουσα  ΓΚΓ΄,  έχουµε 

                                                                
1

1

Ε
+ 

5 6

1

Ε +Ε
 = c 

                                                                και µε τέµνουσα  ΒΚΒ΄,  έχουµε 

                                                                
6

1

Ε
+ 

1 2

1

Ε +Ε
 = c 

                                                                Άρα   
1

1

Ε
+ 

5 6

1

Ε +Ε
 = 

6

1

Ε
+ 

1 2

1

Ε +Ε
    (1) 

Κυκλικά ανά δεύτερο δείκτη είναι                    
3

1

Ε
+ 

1 2

1

Ε +Ε
 = 

2

1

Ε
+ 

3 4

1

Ε +Ε
   (2) 

και                                                                      
5

1

Ε
+  

3 4

1

Ε +Ε
= 

4

1

Ε
+ 

5 6

1

Ε +Ε
   (3) 

(1) + (2) + (3)    ⇒       
1

1

Ε
+ 

3

1

Ε
+ 

5

1

Ε
 = 

2

1

Ε
+ 

4

1

Ε
+ 

6

1

Ε
. 

 
 
 
2.     
Αν  

α
ρ ,  

β
ρ ,  

γ
ρ   είναι οι ακτίνες των παρεγγεγραµµένων κύκλων τριγώνου  ΑΒΓ,  

να αποδείξετε ότι   (ΑΒΓ) = ( )τ −α
α
ρ = ( )τ −β

β
ρ = ( )τ − γ

γ
ρ . 

Λύση 
                                                                     (ΑΒΓ) = (ΑΒ

α
Ι ) + (ΑΓ 

α
Ι ) – (

α
Ι ΒΓ)   

                                                                                = 
1

2 α
γρ +  

1

2 α
βρ – 

1

2 α
αρ     

                                                                                =  
1

2 α
ρ  (γ + β – α).    (1) 

                                                                     Αλλά   α + β + γ = 2τ    ⇒  

                                                                                 α + β + γ – 2 α  = 2τ – 2 α    

                                                                                 γ + β – α = 2(τ – α) 
 

                                                                 (1)   ⇒     (ΑΒΓ) = 
1

2 α
ρ 2(τ – α) = ( )τ −α

α
ρ  

 
                                                                 Οµοίως οι άλλες δύο ισότητες. 
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3.    
 Έστω τετράπλευρο  ΑΒΓ∆  εγγράψιµο σε κύκλο.  Αν θέσουµε  ΑΒ = α,  ΒΓ = β,   

Γ∆ = γ  και  ∆Α = δ,  να αποδείξετε ότι  
ΑΓ αδ+βγ

=
Β∆ αβ+ γδ

    

(2ο  Θεώρηµα Πτολεµαίου) 

Λύση 
                                                       Έστω  R  η ακτίνα του κύκλου. 

                                                       Εφαρµόζοντας τον τύπο   Ε = 
4R

αβγ
  έχουµε 

                                                       (ΑΒΓ∆) = (ΑΒ∆) + (ΓΒ∆) =  

                                                                     = ( )
. . 1

4R 4R 4R

αδΒ∆ βγ Β∆
+ = Β∆ αδ+βγ    (1) 

                                                       (ΑΒΓ∆) = (ΑΒΓ) + (Α∆Γ) =  

                                                                     = ( )
. . 1

4R 4R 4R

αβΑΓ γδ ΑΓ
+ = ΑΓ αβ+ γδ    (2) 

                                                                                                                                                                                  

(1)  και  (2)    ⇒     Β∆ (αδ + βγ) = ΑΓ (αβ + γδ)   ⇒    
ΑΓ αδ+βγ

=
Β∆ αβ+ γδ

        

 
 
 


